Lista 6 - Relatividade Geral

Ricardo Antonio Mosna, outubro de 2023

Notagao: nesta lista usaremos a convengao do Wald para os simbolos de Christoffel e curvatura,
isto &, I'°,, = %ng (Oagbk + ObGak — Okgap) € (VaVp — V) we = Rabcdwd' Ainda, R, = Rabcb e
R =R,

1. (Universo estatico de Einstein) Considere um modelo de universo dominado por matéria

nao relativistica (p = 0).

(a) Encontre o valor da constante cosmologica que permite uma solucao estética (a(t) cons-

tante) das equagoes de Friedmann.
(b) Mostre que esse universo é fechado e encontre seu volume e massa totais.

(c) Esse universo é estavel ou instavel? (Dica: perturbe sua solu¢do para p e a e analise

como essas perturbagoes evoluem com o tempo).

2. (Schutz) Muitos sistemas fisicos podem ser idealizados como colegoes de particulas sem colisao
(por exemplo, radiagao de corpo negro, plasmas rarefeitos, galaxias e aglomerados globulares).
Considere um tal sistema no espago de Minkowski, tendo uma distribuigao aleatéria de velo-
cidades em todos os pontos, sem diregao privilegiada, em um dado referencial inercial. Mostre
que o tensor de energia-momento correspondente é o de um fluido perfeito. Supondo que todas
as particulas tém a mesma velocidade v e massa m, expresse a pressao p e a densidade p como
fungoes de m, v e n (densidade de particulas). Mostre que um gas de fotons tem p = p/3.

Generalize seu resultado para o contexto cosmologico.

3. Considere o modelo cosmoldgico com equagao de estado p = wp. Em cada um dos itens
abaixo, ache o fator de escala a(t) e esboce seu grafico. Faga isso em termos de ag = a(ty) e
po = p(to), onde ty representa hoje.

(a) Universo dominado por matéria nao relativistica, w = 0.
(b) Universo dominado por radiagao, w = 1/3.

(c¢) Universo dominado por energia escura, w = —1.

4. Considere o universo fechado de Friedmann, com métrica

d 2
dr? = —di* + a(t)? (1 i

2 +1r2d0? + r? sen® 9dq§2> ,



onde, como vocé encontrou no exercicio acima, ¢ e a(t) sdo parametrizados por t = £ (1) — sen )

e a(t) = 5 (1 —costp) e B ¢ uma constante positiva.

(a) Qual é o tempo de vida total deste universo (medido por um observador dentro dele)?

(b) Sabemos que a métrica acima corresponde a segdes espaciais (t = cte) dadas por 3-esferas
com raio a(t). Um foton é emitido da origem no instante do Big Bang. Quanto tempo

demora para esse fo6ton dar a volta no universo e voltar ao ponto inicial? Interprete.

5. (Schutz) Mostre que a relagao entre velocidade e redshift cosmolédgico para um objeto sufici-
entemente proximo é aproximadamente linear, z = v/¢, como esperariamos para um objeto

com uma velocidade recessiva v.

6. Espacgo de de Sitter Como vimos em aula, o espago de de Sitter corresponde ao espaco-tempo
com curvatura constante e positiva (pela nossa escolha de convengoes) e é solu¢ao das equagoes
de Einstein no vacuo com constante cosmolégica. Esse espago-tempo é importante observacio-
nalmente porque aproxima a fase inflacionaria (com constante cosmologica muito grande) e o
futuro do universo (com constante cosmologica muito pequena), de acordo com modelos com
energia escura. Consideremos o espago de de Sitter n-dimensional, d.S,,. Considere o espago-
tempo de Minkowski R"™ de dimensdo n + 1 e métrica ds? = —(dz?)? + (dz')? + - - - + (dz™)?
(note a escolha de assinatura que estamos fazendo). Definamos uma hipersuperficie n dimen-
sional em RY™ por —(z9)2 + (z1)? + .-+ + (2™)? = (? e métrica induzida pela métrica ds?
acima. O espago dS,, corresponde a essa hipersuperficie dotada dessa métrica induzida (que

denotaremos ainda por ds?).

(a) Esboce dSy dentro de R*!. O que muda para R™! em geral?

(b) Considere R"™ com coordenadas cartesianas usuais (z!,...,2"). Parametrize a esfera
unitaria S ! em R™ por coordenadas apropriadas 6, ...,60,_1. Obtenha a expressao
explicita da métrica de S, dQ2 | = (dz')? +--- + (dz"™)?, em termos de 61,...,0, 1

para n = 2, 3 e 4. Generalize para n qualquer.

(c) Definimos coordenadas globais em dS,, pela parametrizagao
2% = (sinh(t/0), x' = fcosh(t/l)z",

onde 2! = 2%(1,...,0,_1) parametriza a esfera S"~!, como no item anterior. Escreva
essas expressoes explicitamente em termos de (¢,01,...,60,_1) para os casos n = 2, 3 e 4.

Interprete essas coordenadas em termos de seu esbogo no item (a).



(d)

(e)

Com a notagao dos itens anteriores, mostre que
ds? = —dt* + (% cosh?(t/0)dQ% ;.
Calcule todas as componentes do tensor de Riemann nessas coordenadas e mostre que

1
Raﬁ'yé = ﬁ (ga'yg[3§ - gaégﬁv) .

Compare com o exercicio 1 da lista 4.

Mostre que Ry, = ”Tglg,w e R= ”(’;;1). Releia o enunciado.

Mostre que de fato essa métrica é solucao das equagoes de Einstein no vacuo com cons-

tante cosmoldgica, isto é, mostre que
1
R,uy - iRg;w + Ag,u,u =0,

com
—1)(n—2
L (=Dn-2)
02
Existem muitas escolhas uteis de coordenadas no espago de de Sitter. Uma dessas escolhas

¢é dada pelas coordenadas estaticas, que correspondem a parametrizar dS, por
¥ = /02 —r2sinh(t/0), x' =02 —r2cosh(t/l), z'=ry’,

parai = 2,...,n, onde agora y’ parametriza S" "2 dentro de R"~! (analogamente ao que
' fazia com S™ ! nos itens acima), e 0 < 7 < £. Mostre que, nestas coordenadas,

dr?

212702\ 12
ds® = —(1 r/f)dt+71_r2/£2

+r2dQ2_,.

Esse sistema de coordenadas cobre todo o espago de de Sitter?



